Rozdziat 111
Zadania statycznie niewyznaczalne

W rozdziale tym zostan przedstawione stosunkowo proste zadania
statycznie niewyznaczalne w przypadkach uktadévkdweych i ramowych.
Zwrécono przy tym szczeg@nuwag na poréwnanie rozwian tj. sit
wewrgtrznych wynikagcych z r@nych przygé modeli materiatu uktadu, a w
tym nieliniowych spgzystych i lepkospgzystych, czy te teorii lepkiego
ptynigcia. Ta grupa zadao stosunkowo prostej konfiguracji daje wyateaie
0 konsekwencjach przyjmowanego ¢sto arbitralnie modelu obliczeniowego.
W praktyce iynierskiej dominuj bowiem nadal prawie watznie uktady
liniowo-sprezyste, mimoze rozwdj metod numerycznych obligz&onstrukciji
pozwala uwzgidni¢ bardzo zigone modele materiatlowe.ad wiec, ze
zasadnym jest poréwbhaozwigzania tych samych problemow przyzngch
modelach materialowych, tak aby miewyobraenie o skali kidu
wynikajacego z przytego modelu. Rénice § stosunkowo najmniejsze w
przypadkach obgien czysto mechanicznych, &arosry znacznie, kiedy
poréwnujemy wpltywy niemechaniczne (temperaturaqaesnie podpdr, skurcz),
stad ta grupa zadsjest szerzej prezentowana w tym opracowaniu.

Podstawowe w rozwaniach réwnania metody sit otrzymujemy z analizy
trzech grup zalaosci, a mianowicie:

- relacji hczacych przemieszczenia w uktadziez odksztalceniamk, &

5. = [k My(X, =1 ds+[e Ny (X, =1)ds

z ktérych wynikag podstawoweelacje geometrycznezyli warunki zgodngci
przemieszcaew uktadach statycznie niewyznaczalnych

3=u - ut)=[«(ts)a(gds+[ec(gds,

gdzie 6 =[4;,..d,],u” =[u,,..u,], & =[ M, (X, =1),..M,(X, =1)] 1 kolejno
uporzdkowanymi zbiorami przemieszaze w ukladzie podstawowym,
przemieszczeniami znanymi w zadaniu statycznie yueaczalnym oraz
zbiorem funkcji momentéw zgingjych i sit osiowych pochodeych od sit
hiperstatycznychX, =1,n=1,2, ....1;

- zaleznosci moment — krzywizna oraz sita osiowa — wyddnie, ktére
wynikaja z fizycznych wtasnci materiaty

- zwigzkdéw okrélajgcych sity przekrojoweM i N w zaleznosci od sit
hiperstatycznyciX i obcigzen P
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M=a"X+b'"P,N=c'X+d"P,

gdziea',b",c",d", 3 wektorami, ktérych wspétezine g uporzadkowanymi
rozktadami momentéw zgingych od obcjzen jednostkowych, odpowiednio
X,=1PR, =1.

W wyniku przeksztatae otrzymujemy ogdélne postacie réwnemetody sit w
przypadku zada

- liniowo sprezystych o =E¢, « =%

Edu = [Mads — EJu=[(a"X +b"P)ads
stad ) )
AX +BP=Edu
gdzie
Az_[aT O ads, [Aj]z_[ aads, B=.[aT 0 bds, [B,r]zj abds

n
. M
- nieliniowo—sprezystych o= Ae", k= ————
prezysty [AJ(N +1)j

[AI(N+2]'u=] [a™x +bP]'ads

- liniowej lepkosprezystoéci o = ELde, JELdk =M

JECdu = [ JECdk ads — JECdu =[ (2" +b"P)ads
stad
AX +BP = JECdu

- nieliniowej lepkosprezystosci
M da
AJ(N +1)
[AI(N +D)]"u=[ (M Cda)"ads

J:A[kjgN—»K:( j ,alldA=H
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stad
[AIN +D]"u = [[[a7% +b7P) da]"ads

. o MY
- lepkiego plyniecia £¢=Bo", k=B —
PKIego ptyni¢ (J(N+1)J

stad
(A(N+D)u=B[kads - JI(N+1)"a=B[(a"X +b'P)ads
W przytoczonych réwnaniach parametry materiatdwé\, B, J, J(N +1), A(t)
s3 takie same w catym uktadzie (nigfeinkcjami wspétrzdnejs).

W przypadku wptywow niemechanicznych ngleuwzgkdni¢ dodatkowo,
7ze K=K, +K, i do poprzednio podanych rowndod& catke pochodzca od

krzywizny niemechanicznef,, std u = [ k,ads+ [ x,ads.
S S

ZADANIE 3.1.

Nalezy wykaz&, ze dla ram o zamkgiym konturze wykonanych z

nieliniowo spezystego materiatuo = AeN  orazdla j(M )”ds:O, ktorych
S
przyktady przedstawiono na rys. 3.1a dowolnegogikaia, zachodzi:

N NN

Rys. 3.1a Ramy o konturze zamdtyim.

Rozwigzanie:
Rozetnijmy myglowo zamkng¢ta rame. Z warunku cigtosci odksztatcé
wynika, iz kat wzajemnego obrotg w tym miejscu powinien byréwny zero.
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Rys. 3.1b
Warunekg = 0 w przypadkumateriatu nieliniowego o rownaniu fizycznym

. . . M " . )
o=Ae "N i wyrazeniu na krzywiza k =| ——— rowadzi do relacji
wy ywize (AJ(N +1)J P )

S

= —M ’ = - n =
¢_0_>J‘(AJ(N+1)J 1ds=0 {(M) ds=0

Zauwamy, iz zaleznosé ta jest stuszna dla kdej zamkngtej ramy o
dowolnym ksztatcie (tzw. oczko). W przypadkuiowe] sprezystosci zachodzi

_[ Mds=0.
S
Zaleznos¢ ta jest prawdziwa réwnkew liniowej lepkosprezystosci, kiedy

o=E[Cd¢ i e=F[do orazk :le 0dM . Wtedy warunekgp = 0 prowadzi
do zalenaosci

%JFDdMldS:O—»%JM 10sCdF =0 - [Mds=0
S S S

Natomiast tylko dla sit postacP? =

P/ f t(,)tj. obchzen narastajcych
wedtug tej samej funkcji zachodzi:

n
o=eNMA - k= M [CdA ,Alda=H
J(N+1)
stad
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n n
$=0- j( M DdaJ 1ds=0 - j[wj ds ~ [(M,)'ds=0
\J(N+1 L J(N+D) s
W przypadku nieproporcjonalnego narastania giedi kiedyP? # P f (),
ostatnia z calek jest nieprawdziwa.

ZADANIE 3.2.

Nalezy wykaz&, ze w zadaniach nieliniowo-sgtystych, nieliniowo
lepkospezystych oraz w statyce lepkiego ptgaia, w ktérych wysipuja tylko
obcigzenia mechaniczne, sity wewtnzne g zalezne jedynie od wyktadnikow w
prawie potgowym. Sity te § za niezalene od pozostatych parametréw
materiatowych wysipujacych w réwnaniach fizycznych.

Rozwigzanie:

Analizowa bedziemy nasipujace réwnania fizyczne i przypagkowane
im relacje moment - krzywizna

n
o=As" L k= M , n:i
AJ(N +1) N

W kazdym z analizowanych przypadkéw réwnania metodypsiymamy z
analizy znanych w zadaniu przemieszceevektorzeu' = [ul,u2 ........ u

u(t)= [«(ts)a(s) ds

Podstawiajc z kolei wyraenie na:
- nieliniowg krzywizne sprezysta uzyskamy

1

_ MY o e fo e
u_o_)-i(—AJ(Nﬂ)j ads=0 (AJ(N+1))”'£M ads=0 {M ads=0
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- nieliniowa krzywizne lepkospreiysta M = M, f (t)uzyskamy

u=0- {{J'\Z'N—Di'?)}nads:o - J;(MO)”ad{%jnzo - J;(MO)”adszo

- krzywizne w teoriilepkiego ptyniecia otrzymamy

_ MY B N ——
u_oﬁis(—J(Lﬂ)j ads_oﬁ—(J(Hl))ij adS—O—>J‘M ads=0

S S
Wykazalsmy, iz wyznaczenie sit hiperstatycznych wymaga razania
réwnania macierzowego postaci

[(M)'ads=0 - J(aTX +bTP)na ds=0
S

S

w ktorym nieliniowd¢ zwigzana jest jedynie z wyktadnikiem Wynik ten jest
natomiast niezafmy od parametrowA, A(t), B(t,T) i momentdw J(N+1).
Wyjatek tu stanowg zadania lepkospzyste, kiedyM(s,t)z Mq(s) f(t).

Z uwagi na faktze o wielkagciach wewstrznych decyduyj tylko obchzenia
P oraz sity w wazachX mozemy stwierdai, ze wielkdci te keda niezalene od
funkcji A, A(t) i B. Oczywicie, w przypadku wptywéw niemechanicznych sity
te w zasadniczy sposob zajed wszystkich parametréw rowiéizycznych.

ZADANIE 3.3.
W uktadzie ramowym jak na rys. 3.3a nglevyznaczy site hiperstatycza

oraz sporzdzi¢ wykresy sit przekrojowych. Zadanie najeprzeanalizowa w
zakresie nieliniowo-speystym i lepkospgzystym.

M 4 M
& \
h —
/7'7]7' 23 /7777 162 =
AN TX
> -
Rys. 3.3a
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Rozwigzanie:
Przyjmiemy jako wielké¢ nadliczbovg reakcg pionowy w podporze 2.
Wykresy momentéw zginggych od obcjzen i sit jednostkowych majposta

/7777 /7777 TX /7777 b1
= xi [ | [
— — Xs — 1s
Ve a a
Rys. 3.3b

Spetniagc warunek o, = 0z wykorzystaniem catki Mohra vzadaniach

L n otrzymam
AJ(N +1) ymamy

%220~ -I[(AJ N+1Jn z

stad
Xn |n+2 _M |n+2 +(I_Mjn:0
[AJ(N +2)]" N2 x (n+2)ih X

Sita hiperstatyczn2y=X w zadaniu nieliniowo-speystym wynosi

nieliniowych o= As" - «
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|n+2 N -
Xy =Ml +| —5—
i {(n+2)lh}
Analizujac problem w zakresidepkiego plyniecia, z réwna fizycznych
. . Mo)" ,
£=Bo"™ i krzywizny kK = B| ——— | oraz warunku geometrycznegg = 0
ywizny ( J(L+1)J g ycznegh

otrzymamy

| m h _ m
5,=0 - Jzoﬁsji sds+ B[ XI=M ) 1ds=0
L JI(L+1) L3(L+2)

Wartci¢ sity hiperstatyczneX, w uktadzie

-1
|m+2 m
Xe =M+ ———
¢ +[(m+2)lh}

Z poréwnania obu wynikéw wnosimye sity hiperstatyczne przy braku
wplywdw niemechanicznychyiiezalene od funkcjiA i B, zalezg natomiast od
wyktadnikéw potgi w rownaniach fizycznych. Mma sé przekond, ze
wiasna¢ ta przenosi gina uktady o dowolnej statycznej niewyznaczétno

ZADANIE 3.4.

Nalezy okresli¢ sity przekrojowe w belce obustronnie utwierdzonej
obcigzonej jak na rys. 3.4a. Materiat belki jest nielimpfizycznie.

v P o k) p
PaN paN
|l
e

Rys. 3.4a

n
Dane: P,l,o=As", k= M , N=1
AJ(N +1) n
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Rozwigzanie:
W obu utwierdzeniach belki zachod#, =¢, = Q@Vynika std sposob
rozwigzywania zadania przez zggtenie whzOw momentamk;=X,=X

M(P )X

lpls /’l Ix_ﬂl 1
S |G

1—|§ M

|

2
N

_|U-)_

M(s =%I—X—Ps

Rys. 3.4b

Catka Mohra wynikajca z warunkug, = ¢, = (Oma postéa

n n

112 ES-X s 112 ES'-X <
$=0- [|-2— [—1+7jds+j 2 (——jds=0q

1 AN+ | S| AJ(N+1) |
e |12
(gs_ X) L™ Pl ™
=[x —(—X)n+1:0_> X =(X)n+1
E(n+1) 4 4
2

0
Pierwszy z pierwiastkéw wynosi

Plox=x_.x="
4 8

o e e

Po uproszczeniach otrzymamy cafki postubﬁs) =gs— X

112 1/2 1/2

- _[ M“ds+}j M " sds—2 IM”sdszo
0 I 0 I 0

stad
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112

P n+l
1/2 P n Z(ZS_XJ
f(Baxu 2 L o

! P(n+1) -

0
Proste wyliczenia prowadzlo zalenosci (n+1 —liczba parzysta)

Pl om0 (Box )™ = e
4

W przypadku zadania liniowego warungk= d@je
¢:0—>_1 ﬂd— g"'l +X|1=O—> XziI

204 2){3 3 2 8
W zadaniu nieliniowym dla=3 zachodzi

R L L S

x =21
8

Identycznd¢ obu rozwizan jest wyptkiem, a nie reguat

ZADANIE 3.5.

Nalezy okresli¢ sity przekrojowe w uktadzie ptowym, obcigzonym sitami
poziomymi P; i P,. Rozwaania naley przeprowadzi w zakresie liniowo- i
nieliniowo - spegzystym.

1 0 2

— O

Pl Fl F2 PZ
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i) )

Dane: P, P, 1, h, o= AgN,Kz[

Rozwigzanie:

Zadanie jest jednokrotnie statycznie niewyznaczadneih nadliczbovg X
bedzie sita w ryglach. Po zagteniu uktadu trzema poduktadami: (stupy, rygle)
oraz wykorzystaniu warunku nierozdziefop J, —-J, = A, + A, otrzymamy w

liniowo-sprezystym zadaniu
Jl-Ai,
Pl |<—d | PZ
e — 0 —>
]
1 X Xy | X, X5
i
S /
I’
(P1-Xyp)s /
; 3 /’ (X2 +P2)h
=1
v ’I
77777
(P=-Xp)h
Rys. 3.5b

3

- 2 _ 3
G ;<1)h 2n- ;<1)h
EJa-z - (PZ + X2)h2 [—%hz (PZ +;<2)h3

3
EFA, = X,l,, ERA, =X,

Z analizy rownowagi sit w wzle wynika,ze X;=X,, a wicc
-“1+X5.ﬁxﬂgw+uﬁ+u€j=Gi—%%3

(B=x)* _(R+X)n® _
3EJ 3EJ EF, EFR,

2 o) J o, 3
R R

stad
W zadaniu nieliniowym przemieszczenid,,d,,A, i A, maj post&
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o, = {M}nsds{ P - X }” hn+2

AJ(N+1)| n+2’

, =

P+ X)s| yoo[ PotX [ h™2
AJ(N +1) AJ(N+1)| n+2’
Z warunku nierozdzielri@i otrzymamy

Tt [ me Tt (b b
AJIN+1) | n+2 |AJN+2)| n+2 LA)((F) ()
a dalej

[R-Xx]"-[r,+X]"=[X]"a" gdziea" = [(Fll)n + (FIZZ)”J (n+ Z)L\K'Z\‘ +1)]°

W przypadku szczegolnyr®,=0 otrzymamy znacznie prostsze roéwnanie
algebraiczne

[P - x]"=[xp]"
ktore sprowadzimy do postaci
[P - x]" - [xp]" =0
W przypadkun=3 mazna uzyskéa wprost rozwizanie

{Plt—)xr—[x]%{%—x}[x “x[X - %,]=0,

lezzplgx(li\/é)

ZADANIE 3.6.

W nieliniowej lepkospgzystej ramie przedstawionej na rys. 3.6a dziata
pozioma sitaP = P, f (t), gdzief (t) jest znan funkcja czasut. Nalery okresli¢
rozktad sit przekrojowych w ramie.
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vy 'y
P(t)
h
0 3 &
/7777 STITT
|- >
Rys. 3.6a

Dane: P=Pf(t), I, h, oft)= _t[[g(t -7)NdA(r)

0

M Oda

Zaleznos¢ moment-krzywiznak =| ——
J(N+1)

J Alda=H

Rozwigzanie

W zakresieliniowo-sprezystym mamy tu do czynienia z olgeniem
asymetrycznym dziatagfym na symetryczn ramg. Wykresy momentéw
zginagcych g wowczas asymetryczne a jedynymi relacjami w podgior0, 3
S3 sity poziomeH, =H, =g. Powstaje pytanie czy wias§tota przenosi 8i
nazadania nieliniowe

Przeanalizujemy w tym celu naptijace rOwnowane zadanie statycznie
wyznaczalne (rys. 3.6b).

Przyjmupc jako wielka¢ nadliczbove momentX w srodku rozpgtosci rygla
wypiszemy warunek réwnowaaosci obu uktadéw. Ma on postap = 0

ool S

= <T{(1_gjsma}n GEds+ H_[/Tx +P|—hsljbla}n Ads+

0 h =112

+H(% +gjs[bla}n§ds>m =0

Jezeli teraz przyjmiemyze sita hiperstatycznX(t) zmienia sie bedzie w
czasie podobnie jak olagienie tj. X=Xf(t) a druga catka zniknie

n
J M,ds=
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— 'X( 3\ -X X T X

P X
#=0 M(X)
®
3K
S
/7777 777 T

=1

S| PD
17T I
M(P) —] M,
P P 11
2 2 h h
-— - —_— -
|ph foh
| |
Rys. 3.6b

112

2[x  ps]" (X pPs\™
[+ ds=———| = +—= =
Sl h | P(n+)\  h | -2

_ (ﬁij(ﬁﬁj
Pn+)|l h 2 h 2

to réwnanieg,=0 prowadzi do zaleosci

{x PT h"*2 {x PT h™2 [x P}”_ [x PT
— - +|—+—| ———=0 5 |———| == —+—
h 2] (n+2h [h 2] (n+2)h h 2 h 2

Z uwagi na fakt, 4 n jest liczly nieparzyst, poniewa o(-§) = -0(€) to

{g—%} :{ng%} a sgd X=0. Warto jednak zauwmgé, ze o ile w

zadaniach klasycznej mechaniki rezultat ten jestywisty to w naszych
rozwazaniach trzeba zaty¢, iz zmiany sityX (t) = X, g(t) sa takie,ze g(t) = f(t),
a jedna z catek musi znikér
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